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Abstract
The Kriging is an interpolation method which in practical terms is to find the best esti-
mate of the value of a variable. For this weighting performed, ie a weight attached to each
measured value so as to minimize the variance of the estimation error. In this paper we
present a virtual laboratory to study from a teaching perspective this technique in the case
of dimension two.
El Krigeado es un me´todo de interpolacio´n que en te´rminos pra´cticos consiste en encontrar
la mejor estimacio´n posible del valor de una variable. Para esto efectu´a una ponderacio´n,
es decir, atribuye un peso a cada valor medido de manera que minimice la varianza del
error de estimacio´n. En este trabajo presentamos un laboratorio virtual que permite es-
tudiar desde un punto de vista docente esta te´cnica en el caso particular de dimensio´n
dos.
Keywords: Kriging, semivariogram, geostatistics, virtual laboratory.
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1 Introduccio´n
EL Krigeado puede interpretarse como un me´todo que permite interpolar datos de variables
distribuidas en el espacio en localizaciones donde no existen valores medidos a partir de los
medidos en un conjunto limitado de localizaciones utilizando te´cnicas estad´ısticas. Existen
muchas aplicaciones comerciales (Geo-EAS, GSLIB, GSTAT, VARIOWIN, VESPER, R+,
SADA, WINGSLIB, GS+, S+, IDRISI, SURFER, ARCGIS GEOSTATISTICAL ANALIST,
EASYKRIG,. . .) para el Krigeado, pero todas ellas adolecen de un enfoque eminentemente
profesional y poco adecuado para su uso como apoyo en la docencia. En el presente trabajo
se muestran un laboratorio virtual que permite obtener y representar gra´ficamente informacio´n
relaciona con el Krigeado a partir de unas variables introducidas por el usuario, orientado prefe-
rentemente a su uso en la ensen˜anza. Como precedente podemos nombrar al art´ıculo (Cuador et
al, 2011) en donde tambie´n se presenta un laboratorio virtual sobre el Krigeado pero enfocado
al aspecto ana´litico del me´todo.
Con la irrupcio´n en el panorama educativo de las nuevas tecnolog´ıas y, en particular, con el uso
del ordenador en las aulas, se han abierto nuevas posibilidades en la ensen˜anza de muchas asig-
naturas de ciencias e ingenier´ıas (Leo´n, 1997) y (Bartolome, 2004). En este marco los laborato-
rios virtuales son una buena herramienta para la transmisio´n de conocimientos, fomentan la in-
teractividad, permiten trabajar fa´cilmente con modelos que representan feno´menos matema´ticos
y f´ısicos y pueden afianzar los conocimientos adquiridos por los alumnos (Vazquez, 2009). El
laboratorio virtual que presentamos esta´ constituido por una interfaz gra´fica de usuario (GUI)
de Matlab c© (TheMatworks, (n.d.)) y (Matpic, (n.d.)) disen˜ada con el objetivo de estudiar
gra´fica y anal´ıticamente el Krigeado.
2 Krigeado
En 1971 el geo-matema´tico france´s Georges Matheron y el ingeniero de minas sudafricano Daniel
G. Krige comenzaron a desarrollar un me´todo (conocido como Krigeado o Kriging) para la
interpolacio´n de datos dispersos con el objeto de ser aplicado en la industria minera, en concreto
en la estimacio´n de mineral recobrable, cosa que es muy importante ya que la variabilidad local
puede afectar la ganancia al explotar una mina. Matheron se encargo´ de formalizar la mayor
parte de los conceptos de la teor´ıa que llamo Geoestad´ıstica. El propio Matheron la definio´
como la aplicacio´n del formalismo de las variables aleatorias al reconocimiento y estimacio´n de
variables naturales. (Matheron, 1965) y (Matheron, 1970) constituyen las referencias cla´sicas
sobre el me´todo que desarrollaron.
Los a´mbitos de aplicacio´n de la Geoestad´ıstica son: miner´ıa, industria petrol´ıfera, geolog´ıa,
meteorolog´ıa, climatolog´ıa, cartograf´ıa de suelos, edafolog´ıa, hidrolog´ıa, silvicultura, ecolog´ıa,
patolog´ıa vegetal, epidemiolog´ıa, entomolog´ıa, ciencias ambientales, salud pu´blica, etc.
2.1 El Krigeado y la variabilidad espacial
Sean Z(xi), i = 1, 2, . . . , n un conjunto de valores medidos correspondiente a un muestreo
espacial de puntos {xi} , deseamos estimar un valor de Z en un punto x0. Se propone una
combinacio´n lineal de pesos asignados a cada localizacio´n con los valores Z(xi)
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Z∗(x0) =
n∑
i=0
λiZ(xi),
donde Z∗(x0) es el valor estimado de forma puntual en la localizacio´n x0. λi son los pesos o
ponderadores, obtenidos de tal forma que proporcione un estimador:
1. insesgado E[Z∗(x)− Z(x)] = 0.
2. de varianza mı´nima V ar[Z∗(x)− Z(x)] = 0 mı´nima.
Para lograr lo anterior el Krigeado exige como primera etapa y fundamental un modelo que
refleje las caracter´ısticas de la variabilidad y correlacio´n espacial de los datos medidos: el
semivariograma. Este proceso implica el ca´lculo del semivariograma experimental y el ajuste a
e´ste de modelos teo´ricos de semivariogramas.
El semivariograma experimental se define como la semi-varianza de los incrementos de la vari-
able regionalizada, esto es:
γ(h) =
1
2Np(h)
Np(h)∑
i=1
[Z(xi)− Z(xi + h)]2,
donde Np(h) es el nu´mero de pares a distancia h.
Los modelos teo´ricos de semivariogramas a ajustar son modelos conocidos y autorizados (Arm-
strong, 1998). El modelo de variabilidad finalmente obtenido es usado por el Krigeado en el
proceso de interpolacio´n. El ana´lisis de variabilidad y correlacio´n espacial es un proceso que
distingue a este interpolador, de ah´ı su popularidad en diferentes campos de las ingenier´ıas,
fundamentalmente en el campo de las geociencias.
2.2 Ecuaciones del Krigeado Lineal
Para variables estacionarias, es decir aquellas que la media no depende de la posicio´n. Se definen
dos variantes de interpolacio´n: el Krigeado Simple para datos de esperanza nula o conocida
y el Krigeado Ordinario para datos con esperanza desconocida. A continuacio´n se presenta el
estimador y el sistema Krigeado para estos casos:
Krigeado Simple
Estimador: Z∗(x) =
∑n
i=1 λiZ(xi) +m(1− λi).
Sistema:
∑n
i=1 λiC(xi, yi) = C(xj, x0), j = 1, 2, . . . , n.
Krigeado Ordinario
Estimador: Z∗(x) =
∑n
i=1 λiZ(xi).
Sistema:
∑n
i=1 λiC(xi, yi)− µ = C(xj, x0), j = 1, 2, . . . , n.∑n
i=1 λi = 1.
donde:
Z∗(x) es el valor estimado en la posicio´n x,
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λi son los pesos o ponderadores,
m es la media de los datos medidos,
xi, xj son las localizaciones de los datos,
x0 es la localizacio´n de la posicio´n a estimar,
C(xi, xj) es la covarianza entre las localizaciones xi y xj,
C(xi, x0) es la covarianza entre las localizaciones xi y x0,
µ es el multiplicador de Lagrange, sin usos pra´cticos.
Los sistemas de Krigeado anteriores tiene solucio´n u´nica, los mismos pueden ser escritos de
forma matricial de la siguiente forma:
Krigeado Simple Krigeado Ordinario

C11 . . . C1j . . . C1N
.
.
.
.
.
.
.
.
.
Ci1 . . . Cij . . . CiN
.
.
.
.
.
.
.
.
.
CN1 . . . CNj . . . CNN


λ1
.
.
.
λi
.
.
.
λN

=

C1,0
.
.
.
Ci,0
.
.
.
CN,0


C11 . . . C1j . . . C1N 1
.
.
.
.
.
.
.
.
.
Ci1 . . . Cij . . . CiN 1
.
.
.
.
.
.
.
.
.
CN1 . . . CNj . . . CNN 1
1 · · · 1 · · · 1 0


λ1
.
.
.
λi
.
.
.
λN
µ

=

C1,0
.
.
.
Ci,0
.
.
.
CN,0
1

2.3 Semivariogramas y modelos La siguiente figura muestra la gra´fica t´ıpica de
un semivariograma
Figura 1: Semivariograma.
Se definen las siguientes variables:
• Alcance: distancia a la cual el variograma se estabiliza
• Meseta: valor constante que toma el variograma en distancias mayores al rango
• Efecto pepita: valor no-nulo de semivariancia al que en ocasiones se llega al extrapolar la
curva del semivariograma para la distancia cero.
No es posible usar directamente el semivariograma γ(h) experimental en el proceso de esti-
macio´n geoestad´ıstica. Es necesario ajustar a modelos teo´ricos conocidos (y autorizados) al
γ(h) experimental que deben de ser definidos positivos. Los modelos ma´s usados son los sigu-
ientes:
• Esfe´rico: γ(h) =
{
C
(
3h
2a
− h3
2a3
)
, h ≥ a
C, h > a
• Exponencial: γ(h) = C(1− e−h/a), h ≥ 0.
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Se cumple que para h = a′, γ(h) = 0.95C.
• Gaussiano: γ(h) = C(1− e−h2/a2), h ≥ 0.
• Funcio´n potencia: γ(h) = hα, 0 < α ≤ 2.
• Lineal: γ(h) = (C/a)h, donde C = σ2.
Figura 2: Modelos de semivariogramas teo´ricos.
2.4 Factores a considerar en la asignacio´n de los ponderadores
• Cercan´ıa a la posicio´n que esta´ siendo estimada. Se puede utilizar todos los datos disponibles
(vecindad u´nica) o so´lo una parte de ellos (vecindad mo´vil)
• Redundancia entre los valores de datos
• Continuidad o variabilidad espacial
• Isotrop´ıa y anisotrop´ıa: si existe o no una direccio´n preferencial. Si se sospecha que puede
ocurrir el feno´meno de anisotrop´ıa es interesante realizar semivariogramas considerando por
separado varias direcciones del espacio (semivariogramas direccionales).
Para ma´s detalles sobre el me´todo del Krigeado se pueden consultar las referencias (Isaaks y
Srivastava, 1989), (Olea, 1999) y (Yarus y Chambers, 2006).
3 El laboratorio virtual Krig
Hemos desarrollado una interfaz gra´fica de usuario (GUI) de Matlab c© para estudiar el
Krigeado 2-dimensional. El aspecto gra´fico de la aplicacio´n puede verse en la Figura 3.
En la parte lateral izquierda se encuentran los campos donde el usuario introduce los para´metros
de entrada. En la parte lateral derecha se encuentran tres ventanas gra´ficas en donde se generan
varias gra´ficas que proporcionan informacio´n sobre el Krigeado. En la parte lateral izquierda
por abajo aparece tambie´n un recuadro con los resultados nume´ricos.
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Figura 3: El laboratorio virtual Krig.
Los para´metros de entrada de la aplicacio´n son:
• Matriz de datos: las filas tienen la forma (xi, yi, Z(xi))
• Matriz de puntos a interpolar: las filas tienen la forma (xi, yi)
• Tipo de feno´meno: isotro´pico o anisotro´pico
• Modelo: esfe´rico, exponencial, gaussiano, funcio´n potencia o lineal
• Modelo de estimacio´n: Krigeado ordinario o simple
• Efecto pepita
• Meseta
• Alcances
• Valores de vecindad de bu´squeda (nu´mero total)
• A´ngulo de anisotrop´ıa (so´lo si la hay)
• Exponente: se refiere al valor de si se trata del modelo de la funcio´n potencia (so´lo si se trata
de este modelo)
Como salida se muestran:
• Ventana con la gra´fica correspondiente a los datos conocidos (en verde) y los interpolados (en
rojo). Encima de cada bolita aparece el valor de Z en dicho punto.
• Ventana con la gra´fica en pseudocolores de la superficie interpolada (x, y) → Z(x, y) y los
puntos correspondientes a los datos iniciales
• Ventana con la gra´fica en pseudocolores de la varianza del Krigeado (x, y)→ var(Z(x, y)) (lo
ISSN 1988-3145 @MSEL
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cual proporciona una estimacio´n del error cometido)
• Tabla de valores con los resultados de la interpolacio´n.
3.1 Ejemplo
La siguiente tabla muestra el porcentaje en tanto por ciento en contenido en fosforo de una
finca correspondiente a un muestreo que se ha realizado:
Tabla 1:
Coordenadas (hm) % Fosforo
1.6294 1.8116 0.3759
0.2540 1.8268 0.3928
1.2647 0.1951 0.2821
0.5570 1.0938 0.2106
1.9150 1.9298 0.2120
0.3152 1.9412 0.3849
1.9143 0.9708 0.3709
1.6006 0.2838 0.2196
0.8435 1.8315 0.2063
1.5844 1.9190 0.3780
Coordenadas (hm) % Fosforo
1.3115 0.0714 0.2631
1.6983 1.8680 0.3349
1.3575 1.5155 0.3567
1.4863 0.7845 0.3049
1.3110 0.3424 0.2776
1.4121 0.0637 0.2335
0.5538 0.0923 0.3850
0.1943 1.6469 0.3980
1.3897 0.6342 0.2890
1.9004 0.0689 0.2314
Se desea calcular aproximadamente el contenido en fosforo en los puntos de coordenadas
(0.3, 0.4), (1, 0.8) y (1.5, 1.5). Se supone que ha habido un estudio previo del semivariograma
correspondiente y se ha determinado los siguientes valores: efecto pepita 0.0001, meseta 0.005,
alcances 0.6, valores de vecindad de bu´squeda 2 y que es un feno´meno isotro´pico.
La siguiente figura muestra el resultado obtenido con el laboratorio virtual Krig usando el
Krigeado ordinario y modelo esfe´rico.
El usuario fa´cilmente puede volver a ejecutar el programa con otros datos iniciales y/u otro
me´todo de Krigeado y observar cual es la influencia que tienen estos cambios en la aproximacio´n
obtenida. Por ejemplo para el Krigeado Simple y modelo gaussiano se obtiene la figura:
@MSEL ISSN 1988-3145
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Figura 4: Resultados del ejemplo para Krigeado ordinario y modelo esfe´rico.
Figura 5: Resultados del ejemplo para Krigeado simple y modelo gaussiano.
4 Conclusiones
El laboratorio virtual Krig ofrece a los estudiantes la posibilidad de estudiar de forma interactiva
el me´todo del Krigeado. E´stos pueden experimentar de manera sencilla la influencia que tienen
en la estimacio´n de los datos del muestro de las distintas variables que intervienen en el proceso.
Adema´s es posible su utilizacio´n para el ana´lisis cient´ıfico de problemas reales y la posterior
discusio´n de los resultados obtenidos. Creemos que puede ser una buena herramienta docente
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para que los alumnos de asignaturas de ca´lculo nume´rico en ingenier´ıas puedan afianzar sus
conocimientos sobre el tema.
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